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OZET

Biyolojik Yayilimlarin Matematiksel Modelleme ve Simiilasyonlari

Esranur SEN
Istanbul Yeni Yiizyil Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Biyomedikal Miihendisligi Anabilim Dal
Tez Damsmam: Dr. Ogr. Uyesi Diyadin CAN
Ocak 2024, 61 sayfa

Bulagict hastaliklar tarih boyunca insanlari korkutmus ve sosyal hayati etkilemistir. Bu baglamda,
tedavi teknikleri digsinda koruyucu hekimlik de 6n plana ¢ikmistir. Bulasici hastaliklarin yayilim
sekilleri ve hizlart bilindigi takdirde pek ¢ok sosyal problemin Oniine gegilebilecegi

diistiniilmiistiir.

Bu c¢alismada, oOncelikli olarak, bulagict hastaliklarin yayilimlan ile ilgili varsayilmig
matematiksel modeller incelenecektir. Literatiirde bu tiir modellerin birer diferansiyel denklem
sistemi oldugu goriilmektedir. Mevcut modellerin incelemelerinin ardindan bu teorik modellerin
(analitik veya niimerik) ¢Oziimleri ve ¢oziimlerin simiilasyonlar1 incelenecektir. Bu ¢oziimler
yorumlanarak literatiire katkida bulunulma hedeflenmektedir. Ote yandan bu ¢alismanin saglik

ve mithendislik bilimlerine katkisi da ayrica incelenecektir.

Yapmayi planladigimiz ¢alismanin benzerleri, 6zellikle Covid-19 pandemisinin de etkisi
ile, son zamanlarda yogun olarak calisilmaya baslanmistir. Yapilmis olan ¢alismalarin bir
kismimin teorik calisma olmayip durum analizinden Gteye gecmemekte oldugu, bir
kisminin bizim de yaptigimiza benzer sekilde model gelistirme veya mevcut modelleri
analiz etme, bir kisminin ise yapilmig modelleri bulasici hastaliklarin yayilma hizi ile
iligkilendirerek bir tiir fenomenolojik c¢alisma seklinde oldugu goriilmektedir.
Calismamizin 6zglin amaci, as1 faktoriinii igeren modellere yogunlagsmak ve asi

durumunda genel bir inceleme yapmaktir.

Anahtar Kelimeler: Biyolojik Yayilim, Epidemik Modeller, Matematiksel Yayilim.

Xi



ABSTRACT

Mathematical Modelling and Simulations of Biological Propagations

Esranur SEN
Istanbul Yeni Yuzyil University, Science and Engineering Institute
Master Thesis, Biomedical Engineering Department
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Diyadin CAN
January 2024, 61 pages

Infectious diseases have frightened people and affected social life throughout history. In this
context, preventive medicine has also come to the fore in addition to treatment techniques. It
is thought that many social problems can be prevented if the spread patterns and speeds of

infectious diseases are known.

In this study, primarily hypothesized mathematical models regarding the spread of infectious
diseases will be examined. In the literature, it is seen that such models are systems of
differential equations. Following the examination of existing models, the (analytical or
numerical) solutions of these theoretical models and simulations of the solutions will be
examined. It is aimed to contribute to the literature by interpreting these solutions. On the other

hand, the contribution of this study to health and engineering sciences will also be examined.

Studies similar to the work we plan to do have begun to be intensively studied recently,
especially with the impact of the Covid-19 pandemic. It is seen that some of the studies done
are not theoretical studies and do not go beyond situation analysis, some of them are in the
form of developing models or analyzing existing models similar to what we do, and some of
them are in the form of a kind of phenomenological study by associating the models made with
the spread rate of infectious diseases. The specific purpose of our study is to focus on models
that include the vaccine factor and to make a general review of the vaccine situation.

Keywords: Biological Propagation, Epidemic Models, Mathematical Propagation.
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1. GIRiS

1666 yilinda "pandemi" terimi ilk kez bir iilkede siirekli yayilan bir hastaligi tanimlamak icin
kullanilmistir. Salgin ve pandemik kelimeleri 17. ve 18. yiizyillarda bir¢ok sosyal ve tibbi
baglamda genis capta ve siklikla alternatif olarak kullanildi. Ancak zamanla terminoloji
gelistik¢e yeni kavramlar ortaya ¢ikti. Endemik, salgin ve pandemik terimleri, bir hastaligin
artik oncekiyle karsilastirildiginda ne kadar sik ve cografi olarak yaygin oldugunu ifade
etmekte kullanilmaktadir. Bunlar yalnizca enfeksiyonlar: tanimlamak i¢in kullanilmaz; ayni
zamanda kanser ve hipertansiyon gibi bulasici olmayan durumlari tanimlamak igin de
kullanilirlar. Bu terimleri birbirinden ayirmak i¢in, endemik bir hastalifin ayni bolgedeki bir
poptilasyonu etkiledigini sdyleyebiliriz; bu bir kasaba, bir {ilke, hatta bir kita olabilir. Salgin,
saglik sorunuyla bagvuran kisilerin sayisinda beklenmedik bir artig olmasi veya yeni bir yerde
vakalarin ortaya ¢ikmasi olarak tanimlanmaktadir. Salgin, beklenen endemisitesinden daha
genis bir cografi alana yayilan bir hastalik salginidir. Pandemi birden fazla kitaya yayilan bir

salgindir [1] [2].

Pandemilerin ortaya ¢ikmasinin ve ortaya ¢ikma olasiliginin artmasinin birgok nedeni vardir.
Iklim degisikligi, vektdrlerinin ortamini etkileyerek zoonotik enfeksiyonlarin bulagmasi
iizerinde 6nemli bir etkiye sahiptir. Artan insan niifusuna bagli olarak artan arazi kullanimi1 da
bu vektorlerin dagilimini degistirmektedir. Yillar gectikce artan hayvan-insan temasi, zoonotik
enfeksiyonlarin insanlara bulasma riskini artirmistir. Ustelik antimikrobiyal direng, gelecekteki
bir pandeminin potansiyelini artiran baslica nedenlerden biridir. Mikroorganizmalarin
biyolojik silah olarak kullanilma potansiyeli ayn1 zamanda gelecekte bir pandeminin ortaya
cikma olasiligini da artirmaktadir. Ayrica saglik calisanlarinin yetersizligi ve hazirliksiz saglik
sistemleri, bir pandeminin ortaya ¢ikmasi durumunda durumu kontrol altina alma yetenegini

etkilemektedir [3].

Bulasict hastaliklar, genis bir cografi alanda hastalik ve 6lim oranlarim1 biiyiik Olgiide
artirabilen ve 6nemli ekonomik, sosyal ve politik bozulmalara neden olabilen biiyiik dl¢ekli
bulasic1 hastalik salginlaridir. Artan seyahat segenekleri, entegrasyon, kentlesme, arazi
kullanimindaki degisiklikler ve dogal cevrenin daha fazla somiiriilmesi nedeniyle pandemi
olasihiginin gectigimiz yiizyilda arttigim1  gostermektedir. Bu egilimler gelecekte de

muhtemelen devam edecek ve yogunlasacaktir [4].



Uluslararasi toplum, pandeminin etkilerine hazirlanmak ve etkilerini hafifletmek konusunda
son zamanlarda ilerleme kaydetmistir. 2003'teki ciddi akut solunum yolu sendromu (SARS)
salgin1 ve kus gribinin olusturdugu tehditle ilgili artan endiseler, bir¢ok iilkenin pandemik
planlar yapmasina yol ag¢ti. Gilincellenen Uluslararasi Saglik Diizenlemelerini tarafindan
uygulamaya konulan ¢erceve, 2009 grip salgini sirasinda daha koordineli bir kiiresel

miidahaleye katkida bulunmustur [5].

Bu gelismelere ragmen, kiiresel salgina hazirlik konusunda 6nemli bosluklar ve zorluklar
mevcuttur. Basta 2014 Bati Afrika Ebola salgin1 olmak iizere ¢ok sayida salgin, hastaligin
zamaninda tespiti, temel bakimin mevcudiyeti, temashlarin takibi, karantina ve izolasyon
prosediirleri ve kiiresel koordinasyon ve miidahale seferberligi de dahil olmak iizere saglik
sektorli disindaki hazirliklarla ilgili bosluklart ortaya ¢ikarmistir. Bu bosluklar 6zellikle
kaynaklarin sinirli oldugu ortamlarda belirgindir ve nispeten yerel salginlar sirasinda zorluklara
yol agmis, tam tesekkiillii bir kiiresel salgin sirasinda neler olabilecegine dair korkung sonuglar

dogurmustur [6].

Pandeminin tanimi1 oncelikle cografi oldugundan, her biri kendi ciddiyetine, sikligina ve diger
hastalik 6zelliklerine sahip olan birden fazla, farkl olay tiiriinii ve halk saglig: tehditlerini bir
arada gruplandirir. Pandemik tehditlerin ¢esitliligi, patojenlerin biiyiik ¢esitliligi ve bunlarin
insanlarla etkilesiminden kaynaklanmaktadir. Patojenler, hastalik bulasma mekanizmas: ve
dinamikleri, siddeti ve iliskili hastaliklarin ayirt edilebilirligi dahil olmak {izere bir¢ok boyutta
farklilik gosterir. Bunlar ve diger faktorler, vakalarin hizli bir sekilde tanimlanip kontrol altina
alinacagmi veya bir salginin yayilip yayilmayacagim belirler. Sonug¢ olarak, pandemik
potansiyeli olan patojenler, potansiyel saglik, ekonomik ve sosyopolitik etkilerinin yan1 sira
hafifletme igin gerekli kaynaklar, kapasiteler ve stratejiler agisindan da biiyiik farkliliklar
gostermektedir [7].

Enfekte olan ve olmayan popiilasyonlar arasindaki etkilesimi azaltmaya yonelik yontemler
arasinda hasta izolasyonu, karantina, sosyal mesafe uygulamalari, okullarin kapatilmasz, kisisel

koruyucu ekipman kullanim1 ve seyahat kisitlamalar1 yer almaktadir [8].



Karantina uygulamas1 on dérdiincii yiizyilda Kara Oliim'e yanit olarak basladi1 ve bugiin de
devam ediyor. 1918 grip salgini sirasinda karantina ve sosyal mesafe, 6zellikle salginin erken
asamalarinda uygulandiginda yayilma ve 6liim oranlarini azaltmistir. SARS ve Ebola salginlari
sirasinda saglik kurumlart ve hastaneler, semptomatik hastalari izole ederek, hasta temaslarini
karantinaya alarak ve hastane enfeksiyon kontrol uygulamalarimi iyilestirerek hastaligin

yayilmasini sinirlamistir [9].

Asilar, antibiyotikler ve antiviral ilaglar, semptomatik hastalarin bulasiciligimi ve enfekte
olmayan bireylerin duyarliligini1 azaltarak pandemiyi hafifletmede kritik bir rol oynayabilir.

Antiviraller grip bulagsmasini azaltabilir, ancak etkinliklerinin kapsami belirsizdir.

Bir salgin veya pandemi sirasinda destekleyici bakimin siirdiiriilmesi, hastaligin semptomlarini
hafifleterek 6liim oranlarini iyilestirebilir. Ornegin, 2014 Bat1 Afrika Ebola salgini sirasinda,
kanitlar erken vaka tespitinin, destekleyici bakimin ve rehidrasyon tedavisinin 6liim oranlarini
bir miktar azalttigin1 gostermektedir. Pandemi sirasinda destekleyici bakim igin gerekli
olabilecek tibbi malzemeler arasinda hastane yataklari, dezenfektanlar, yogun bakim

malzemeleri (solunum cihazlari gibi) ve kisisel koruyucu ekipmanlar yer almaktadir [10].

Birgok dogal afetler arasinda benzersiz olan ¢ok sayida faktdr nedeniyle bir pandemiye
hazirlanmak zordur. Pandemiler nadir goriilen olaylardir ve ortaya ¢ikma riski, dogal cevredeki
antropojenik degisikliklerden etkilenir. Buna ek olarak, hazirlikli olma konusundaki
sorumluluk yaygindir ve en biiytik risk altindaki tilkelerin cogu, pandemi riskini yonetme ve

hafifletme konusunda en sinirli kapasiteye sahiptir [11].

Pandemi riskinin karakterize edilmesi ve pandemiye hazirlik konusundaki bosluklarin
belirlenmesi, kapasite gelistirme cabalarinin onceliklendirilmesi ve hedeflenmesi agisindan
onemlidir. Ozellikle olasiliksal modelleme ve egriler kullanarak riskleri siklik ve ciddiyet
acisindan diigiinmek, her iilkenin kars1 karsiya oldugu potansiyel pandemik riskleri 6l¢ebilir ve

pandemiye hazirliga yatirim yapmanin fayda/maliyet durumunu agikliga kavusturabilir [12].



2. GENEL BIiLGILER

2.1 Bulasic1 hastahiklarin matematiksel modellemesi

Matematiksel modeller, bir salginin olas1 sonucunu gosterecek sekilde bulasici hastaliklarin
nasil ilerledigini 6ngorebilir ve halk sagligi miidahalelerine bilgi saglamaya yardimci olabilir.
Modeller, ¢esitli bulasici hastaliklara iligkin parametreleri bulmak i¢in temel varsayimlar1 veya
toplanan istatistikleri matematikle birlikte kullanir ve bu parametreleri, toplu asilama
programlari gibi farkli miidahalelerin etkilerini hesaplamak i¢in kullanir. Modelleme, hangi
miidahalelerden kaginilacagina ve hangilerinin denenecegine karar verilmesine yardimci

olabilir veya gelecekteki bitylime modellerini tahmin edebilir [13].

Bulasic1 hastaliklarin modellenmesi, hastaliklarin yayilma mekanizmalarini incelemek, bir
salginin gelecekteki seyrini tahmin etmek ve bir salgini kontrol etmeye yonelik stratejileri
degerlendirmek icin kullanilan bir aractir [12]. Ornegin, salgin hastaliklara yénelik ¢ok basit
modeller, bir salginin bir siire sonra yok olacagini ve niifusun bir kisminin hastaliktan
etkilenmeyecegini 6ngormekte ve bu durum ayni zamanda kontrol 6nlemlerini igeren modeller
icin de gegerli olmaktadir. Bu niteliksel ilke, belirli bir durumda hangi kontrol 6nlemlerinin en
etkili olacagini 6nermede tek basina ¢ok yararl degildir, ancak durumu miimkiin oldugunca
dogru bir sekilde tanimlayan ayrintili bir modelin halk sagligi uzmanlari i¢in yararli olabilecegi

anlamina gelir [14].

Salgin bir hastaligin yayilmasi hem bireyler arasindaki temas miktarina hem de enfekte bir
kisinin hastalig1 baska bir kisiye bulastirma ihtimaline baghdir. Enfekte olan her kisi
iyilesmeden oOnce diger iki kisiyle temas ederse, hastalik kisa silirede hizla yayilmaya
baslayacaktir. lyilesmenin bir giin siirecegini varsayarsak hasta sayisi her giin ikiye
katlanacaktir. Ardigik iki terimin oraninin sabit r oldugu bir sayisal seri (bu durumda r=2)

geometrik seri olarak adlandirilir.

A(n) = A(0)r" (2.1)



baslangic degeri A(0) olarak ayarlandiginda; eger r, 1'den biiyiikse seri artar ve hizla pozitif
sonsuza yaklagir. Eger r, 1'den kiiglikse seri azalir ve sifira yaklasir. r = 1 sinirinda, seri sabit

kalir.

n yi bir gergel saytya genisleterek iistel fonksiyonu tanitiyoruz;

x =71t (2.2)

Ustel fonksiyonun tiirevi su sekilde hesaplanabilir:

dx_ 1imu = rtlim 1 (2.3)
dt h-0 h h—0
Sinirlama denklemine karsilik gelen 6zel sabit r;
ol (2.4)
h
Napier sabitine e denir. e nin bu tanimiyla istel fonksiyonun farklilagmasi su hale gelir:
%et =et (2.5)
Bundan sonra iistel fonksiyonun bi¢imini su sekilde ele alacagiz:
x(t) = Ce™ (2.6)

Ustel fonksiyon a > 0 igin artar ve a < 0 igin azalir. a = 0 oldugunda, fonksiyon sabit hale
gelir. Tabii ki burada sabit olan C i¢in C > 0 oldugunu varsaydik. x'in ters fonksiyonu, t =

t(x), su sekilde yazilan logaritmik bir fonksiyondur;

t =log, x (2.7)



burada r tabandir. e tabanina sahip logaritmik fonksiyona dogal logaritmik fonksiyon denir ve

su sekilde gosterilir:
t =Inx (2.8)

Ustel fonksiyon her zaman a > 0 oldugunda, hizl1 m1 yoksa yavas m1 biiyiidiigiinii dogrulamak

i¢in iki katina ¢ikma siiresini dikkate alabiliriz;

at
x(t,) _ e — palta—t)) — 9 (2.9)
2:(:t ) (?‘ltl
2

iki katina ¢ikma siiresinin asagidaki kosullar1 karsilayan bir zaman farki oldugunu elde ederiz:

a(t, —t;) =1In2 (2.10)

Biiyiime davranisini gézlemlemek i¢in grafik grafiklerini kullanmak kolaylik saglar. Hem
dogrusal hem de yar1 log grafikleri Sekil 2.1'de gosterilmektedir. Yar1 kiitiik grafiginin dogrusal
Olcekte bir ekseni (t), digeri logaritmik dlcekte bulunur. Fonksiyon {istel olarak biiytidiigiinde,

yari-log grafiginde dogrusal bir artig gozlenir [15].
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Sekil 2-1: (a) Ustel biiyiime (b) Yari-log grafigi

Diferansiyel denklem; x(t) degiskenindeki artigin x(t) ile orantili oldugu durumu ele alalim.

Ax(t) = x(t + At) — x(t) = ax(t)At (2.11)



Zaman farki At uzadikga sol taraftaki fark daha da biiylir; dolayisiyla At sag tarafla carpilir.

Her iki tarafi da At'ye boliip At—0 limitini alirsak asagidaki tiirev tanimi elde edilir:

x(t + At) — x(t) o ox(t+At) —x(t)  dx(t)
= lim = =
At At—0 At dt

ax(t) (2.12)
Diferansiyel denklem olarak bilinen bir dx(t)/dt denklemi haline gelir. Denklem (2.6)
diferansiyel denklemi sagladigi icin Denklem (2.12)'te gosterilen diferansiyel denklemin genel
¢coziimii olarak kabul edilir. Burada C keyfi bir sabittir ve integral sabiti olarak bilinir. Daha

sonra salgin hastaliklarin yayilmasinin matematiksel modelini benzer sekilde tartisacagiz [15].

2.2 Epidemiyolojide modelleme

"Epidemik modelleme", bulasici patojenlerin konak¢i popiilasyonlarindaki yayilmasini
incelemek i¢in matematiksel, istatistiksel ve hesaplamali araglarin kullanildig1r bir dizi
yaklagimi1 tanimlar. Demografik siirecleri, cevresel oOzellikleri, bulagsma firsatlarin1 ve
hastaliklarin saglik sonuglarini agiklayan verileri ve hipotezleri kullanir. Evrim i¢in uygun
denklemlerle donatilmis olup, kavramsal "ya sOyle olursa..." deneyleri, nicelik belirleme ve
tahminlerin ve senaryolarin olusturulmasina dayali varsayimlarla mantiksal dogrulama i¢in
kullanilabilir. Diger bilimsel alanlarda oldugu gibi, bu modeller, temel itici gii¢ler olarak kabul
edilen 6zellik ve siireclerin alt kiimesine odaklanarak gercek bir olgunun basitlestirilmis bir
temsilini saglamay1 amaglamaktadir. Dolayisiyla bu modellerin olusturulmasi, 6nceki bilgi,
veri ve gozlemlerin motive ettigi yapisal se¢imlerin ve incelenen olguya iliskin anlayisimiza

dayanan bir dizi varsayimin sonucudur [16].

Salginlari modellemenin ¢esitli nedenleri vardir. Oncelikle miidahalelerin etkisinin dogrudan
gbzlem yoluyla Sl¢iilmesi nadiren miimkiindiir. Hasta diizeyinde degerlendirilebilen ve hasta
gruplar1 arasinda karsilastirilabilen ilaglarin aksine, salginlara yonelik miidahaleler yalnizca
toplum diizeyinde degerlendirilebilir. Niifus diizeyinde goériilme sikligint 6l¢gmenin zorlugunu
bir kenara birakirsak, bu ayn1 niifusun farkli rejimler altinda tekrar tekrar gézlemlenmesinin
miimkiin olmadig1 anlamina gelir. Bu baglamda modelleme, evrime iliskin potansiyel
senaryolar1 karsilastirmanin tek yoludur. Ikinci zorluk ise salgin dinamiginin dogrusal olmayan

dogas1 ve bunlarin stokastik bilesenlerinin O6nemidir. Bir salginin gidisat1 basit oranti



kurallariyla tahmin edilemez ve modellerde yapildig: gibi daha karmasik hesaplamalar gerekir.
Ucgiincii zorluk ise, bir salginin tarafsiz tamimlayicilarinin, gozlemin en iyi ihtimalle kismi
oldugu durumlarda, her zaman tiim niifus hakkinda tam bilgi gerektirmesidir. Ornegin bir PCR
testinin pozitif Ongdrii degerini ele alalim: Bu miktarin popiilasyondaki enfeksiyonun
yayginligina ve testin 6zelliklerine bagli oldugu iyi bilinmektedir. Ancak hastaligin yayginligi
gercek zamanli olarak Ol¢iilemediginden genel olarak bilinmemektedir. Daha kolay
bulunabilen insidans verilerini ve hastaligin kulucka siiresine iligkin bilgileri kullanarak

prevalansi yeniden olusturmak igin istatistiksel bir model kullanilabilir [17].

Modelleme, bir salginin ge¢mis seyrini geriye doniik olarak anlamak, mevcut durumu 6lgmek
veya farkli senaryolar altinda gelecekteki seyri tahmin etmek icin kullanilabilir. Her ne kadar
ayn1 model bu ilgili sorularin bir¢oguna cevap verebilse de genellikle farkli zaman ve mekan
Olgeklerine ve ayrica ¢evre ve davranislardaki degisikliklere uyum saglamak i¢in 6nemli

uyarlamalar gerektirecektir [13].

2.2.1 Tarihge

Oliim nedenlerini sistematik olarak 6lgmeye ¢alisan ilk bilim insani, 1662'de Natural and
Political Observations made on the Bills of Mortality adl1 kitabinda John Graunt'du. Inceledigi
yasa tasarilari, haftalik olarak yayimlanan 6liimlerin say1 ve nedenlerinin listeleriydi. Graunt'un
oliim nedenlerine iligkin analizi, baz1 ¢evrelere gore "modern epidemiyologlar arasinda artik

lyice yerlesmis bir teori" olan "rekabet eden riskler teorisinin" bagslangici olarak kabul
edilmektedir [18].

Hastaligin yayilmasinin matematiksel modellemesinin ilk agiklamasi 1760 yilinda Daniel
Bernoulli tarafindan gergeklestirildi. Bir doktor olarak egitim goéren Bernoulli, ¢icek
hastaligina kars1 agilama uygulamasini savunmak i¢in matematiksel bir model olusturdu. Bu
modelden yapilan hesaplamalar, ¢igek hastalifina karsi evrensel asilamanin beklenen yasam
stiresini 26 yil 7 aydan 29 yil 9 aya ¢ikaracagini gosterdi. Daniel Bernoulli'nin ¢alismast,
mikrop teorisinin modern anlayigindan 6nce geldi. 20. yiizyilin baslarinda, William Hamer ve

Ronald Ross salgin davranisini agiklamak icin kitlesel eylem yasasini uyguladilar.



Bir salginin yayilmasindaki en 6nemli siireglerden biri enfeksiyonun giiciidiir (duyarl: bir
konagin enfekte olma hizi). Kermack ve McKendrick tarafindan SIR adi verilen en basit
modelde, konakg1 popiilasyonu ii¢ boliime ayrilir: enfekte olmast muhtemel saglikli bireyler S,
bulasict enfekte bireyler I ve uzaklagtirilanlar R (bagisikligr iyilesmis veya olmis). Vektor
kaynakli hastaliklar disinda, enfeksiyonun S grubundaki saglikli bireyler ile 1 grubundaki
enfekte kisiler arasinda dogrudan temas yoluyla yayildig: varsayilmaktadir ve ortaya ¢gikan olay
iki yogunlugun carpimi ile orantilidir. Bu, kitle hareketi yasasidir. Yalnizca iki parametre
gerektiren bu yaklagim, 1905 ile 1906 yillar1 arasinda Bombay'daki veba vakasi gibi vaka

verilerine basarili bir sekilde uyum saglamay1 basarmustir [2].

1920'ler bolmeli modellerin ortaya ¢ikis zamani olmustur. Kermack-McKendrick salgin modeli
(1927) ve Reed-Frost salgin modelinin (1928) her ikisi de bir popiilasyondaki duyarli, enfekte
ve bagisik bireyler arasindaki iliskiyi tanimladilar. Kermack-McKendrick salgin modeli,
kaydedilen bir¢ok salginda gézlemlenene ¢ok benzeyen salginlarin davranigini tahmin etmede

basarili olmustur [2].

Son zamanlarda, daha basit bolmeli modeller yerine etmen tabanli modeller (ABM'ler)
kullanilmigtir. Ornegin epidemiyolojik ABM'ler, SARS-CoV-2'nin yayilmasma kars1 halk

saglig1 miidahaleleri bilgilendirmek i¢in kullanilmistir [2].

Salgin dinamiklerinin incelenmesi bir veya daha fazla yapisal degiskenin kullanilmasin
gerektirir: mutlak zaman, konakeilarin yasi, enfeksiyonlarin yasi, bagisiklik durumlart vb.
Zaman esastir, ¢linkli dinamik adi verilen bu sistemlerin siirekli degisimlerinin taniminin
temelini olusturdugundan, esas olarak adi (siradan) diferansiyel denklemler seklinde

bi¢imlendirilmistir.

2.3 Matematiksel Modelleme Cesitleri

Bulasict hastaliklarin bulasma mekanizmalarinin arastirilmasinda matematiksel modeller
onemli bir rol oynamaktadir. Bulasic1 hastaliklarin yayilmasini uygulamak ve arastirmak i¢in
birtakim yaklasimlar kullanabiliriz: deterministik, stokastik, ajan bazli veya bunlarin bir
karigimi. Bu alternatif bakis agilari, arastirmacilarin bulasici hastaliklar hakkinda tamamlayici

bilgiler edinmelerine ve bunlarla miicadele stratejilerini arastirmalarina olanak tanir. Bunlarin



cogu bolme modellerine dayanmaktadir; bu, birey popiilasyonlarinin, her bélmenin hastaligin
belirli bir asamasini temsil ettigi farkli bolmelere boliindiigii anlamina gelir. Stokastik bir
cergevede, bir boliimden digerine gecis olasiliklart siirekli zamanli Markov siireci ile
modellenebilir. Bununla birlikte, deterministik yaklasimda bu olasiliklara diferansiyel bir
formla yaklasilabilir. Bu durumda, siradan diferansiyel denklemler kiimesi sistemin zaman
icinde nasil gelistigini agiklar. Bunun yani sira, istatistiksel yaklasimlar, 6zellikle hastaligin
mekansal-zamansal davranigiyla ilgili endiseleri icerdiginde, salgin dinamiklerini modellemek
icin de kullanilabilir. Genel olarak bu modellerin tiimii, hareketlilik kaliplari, sosyal temaslar,
yas tabakalagmasi ve niifusun mekansal dagilimi gibi gercek diinyanin karmasikligini

yakalamaya caligir [19].

Matematiksel modelleri veriye dayali veya mekanizmaya dayali olarak siniflandirmak
miimkiindiir. Veriye dayali modeller, digerlerinin yani sira zaman serisi modellerini,
genellestirilmis toplamsal modelleri ve yapay sinir ag1 (ANN) modellerini icerir. Mekanizma

odakli modeller, siradan diferansiyel denklem ve etmen tabanli modelleri igerir [20].

Generalized additive model

Autoregressive integrated moving average
/—i Data-driven model

Artificial neural network

Other

Mathematical model

Ordinary differential equation model

\—{ Mechanism-driven model }{Agcmbascd model

Other

Sekil 2-2: Matematiksel modelleme semasi [20].

2.3.1 Veriye Dayal Modeller

“Veriye dayali model”, hastalik 6rnekleri ile zaman arasindaki iligkiyi arastiran bir dizi model

icin genel bir terimdir. Bu modeller, enfeksiyon sayisi ile zaman arasindaki iliskiye ve hastalik
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egilimlerini tahmin etmek icin diger faktorlere odaklanir. Biiyiime egrisi modellerini,
genellestirilmis lojistik biiylime modellerini (GLM) ve diger ger¢cek zamanli tahmin
modellerini igerir. Bu modeller hastalik gelisim siireclerini tanimlamak, hastalik goriillme
sikligindaki belirsizligi degerlendirmek ve egilim tahminlerinin dogrulugunu artirmak igin

kullanilabilir [20].

Otoregresif entegre hareketli ortalama (ARIMA) modelleri, zaman serisi verilerine dayanan
otoregresif kayan ortalama modelleridir. ARIMA modelinin temel fikri, hedef degisken ile
zaman arasindaki temel modeli ortaya c¢ikararak gelecekteki bir zamanda bir olgunun
durumunu tahmin etmek ve ¢ikarim yapmak i¢in zaman serisi drneklenmis verileri sistematik

olarak diizeltmektir. ARIMA modelleri uyarlanabilir ve egilimleri tahmin etmede dogrudur

[21].

Yapay sinir ag1 modelleri, zaman serisi verilerindeki belirsizligi yakalar ve dogrusal olmayan
verileri islemek icin giiclii bir tekniktir, dolayisiyla geleneksel dogrusal modelleri tamamlar ve

diger baz1 modellerden daha {istiin sonuglar verir [22].

Veriye dayali modeller, pandemide oOnlenen kiimiilatif Oliimlerin tahmin edilmesi ve
degerlendirilmesi, saglik hizmetleri kaynaklarinin tahsisinin optimize edilmesi ve tedavi

sirasinda klinik riskin tahmin edilmesi dahil olmak {izere baska senaryolarda da kullanilmigtir

[23].

2.3.2 Mekanizma odakh modeller

Mekanizma odakli modeller, siradan diferansiyel denklem ve araci tabanli modelleri igerir.
Diferansiyel denklem modelleri bulasiciligi tahmin etmek ve miidahalelerin etkisini
degerlendirmek i¢in kullanilir. Diferansiyel denklem modelleri patojen bulasma zelliklerini
belirlemede 1yi olsa da erken salgin asamalarinin simiilasyonu i¢in daha az uygundur ve biiyiik
oOlgtide ilk elden saha verilerine dayanir. Araci temelli modeller, bireysel farkliliklarin etkilerini
dikkate alir, ancak biiyiik miktarlarda veri gerektirirler ve tam anlamiyla gelismek uzun zaman

alabilir.
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2.3.3 Diferansiyel Denklem Modelleri

Diferansiyel Denklem Modelleri ayn1 zamanda bolmeli modeller olarak da bilinmektedir.
Bulasict hastaliklarin  olusum ve bulagsma yollarina dayali dinamiklerini yansitirlar.
Diferansiyel Denklem modelleri epidemiyolojik rotalari ortaya ¢ikarir, gelisim egilimlerini
tahmin eder, hastalik salginlarinin temel faktorlerini analiz eder ve dnleme ve kontrol i¢in en
uygun stratejileri arar. En yaygin Diferansiyel Denklem modeli, duyarli-bulasici-¢ikarilmis
(SIR) ve duyarli-maruz kalmis-bulasici-¢ikarilmis (SEIR) bélmelerine dayanan bir diferansiyel
denklem sistemidir. Diferansiyel Denklem modelleri popiilasyon dinamikleri, asilama
dinamikleri, izolasyon ve popiilasyon maruziyetleri birlestirilerek gelistirilebilir. Temel tireme
sayist (Ry), diferansiyel denklem modellerinde bulasici hastaliklarin yayilmasiyla ilgili Gnemli
bir degisken olarak kabul edilir. SIR modelleri, miidahaleleri degerlendirmek ve bulasicilig
hesaplamak i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir. SEIR modeli salginlari tahmin etmek ve analiz
etmek icin kullanilmistir. Ayn1 zamanda farkli salgin senaryolarinda bulasma mekanizmalarini

analiz etmek ve bir salginin gelisimini tahmin etmek i¢in de kullanilmistir.

Etkili bulasici hastalik onleme stratejileri gelistirmek, hastalifin 6zelliklerinin, miidahale
mekanizmalarinin ve kaynak kullanilabilirliginin dikkate alimmasii gerektirir. Pandemi
onleme ve kontrol dnlemleri arasinda farmasdtik olmayan miidahaleler (NPI'ler) ve farmasotik
miidahaleler (PI'ler) yer almaktadir. NPI'lar ¢cok sayidadir ve izolasyonu, sosyal mesafeyi,
maske takmayr ve faaliyet yerlerinin kapatilmasini igerir. NPI'larin etkilerinin
degerlendirilmesi, iletim hizinin tek bir temasin bulagsma olasiligina ve maruz kalma derecesine
ayristirilmastyla gergeklestirilir. Ornegin maske takmak tek temasla bulagma olasiligim

azaltirken, sosyal mesafenin arttirilmas1 maruz kalma derecesini azaltiyor.

2.3.4 Araci Tabanlh Modeller

Veriye dayali ve Diferansiyel Denklem modelleri popiilasyon ozelliklerini kullanir ve
bireylerin heterojenligini dikkate almaz. Ajan bazli modelleme, ¢alisma alaninin cografi
ortamina iliskin mekansal bir veri tabanini kullanir ve genellikle 6nleme ve kontrol
onlemlerinin degerlendirilmesinde uygulanir. Bu modeller, 6rnegin test ve yakin takip
kombinasyonunun toplu test veya tek basina izolasyondan daha etkili oldugunu gostererek
miidahale ¢aligmalarini gelistirebilir. Bireylerin enfeksiyon riskindeki egilimleri tahmin etmek

ve Onleme ve kontrol stratejileri onermek igin bireysel profilleri ve demografik verileri
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modelde birlestirmek gerekir. Ancak veri sinirlamalari, bir sehir veya {ilkedeki salginin
gidisatinin tahmin edilmesi veya miidahalelerin degerlendirilmesi i¢in ajan bazli model

sonuclarinin genellestirilmesini zorlagtirmaktadir.

2.4 Matematiksel Modellerin Avantaj ve Dezavantajlar
2.4.1 Veriye Dayal Modeller

Veriye dayali modeller, bulagici hastaliklarin 6nlenmesi ve kontroliinde modellemede
benzersiz avantajlara sahiptir. Bircogu bir salginin erken asamalarinda hizli teshis igin kullanim
kolayligi ve hizli performans Ozelliklerine sahip, genis bir veri odakli model yelpazesi
mevcuttur. Bu modeller ge¢mis veriler ve istatistiklere dayalidir ve parametre
degisikliklerinden daha az etkilenir. Ancak ¢ogu veriye dayali model, hastaligin dogal bulagma
Ozelliklerini ve klinik 6zelliklerini dikkate almamaktadir. Ek olarak, bazi onemli hastalik
parametreleri, iletim mekanizmasi veya hastalik etiyolojisi agisindan kesin bir yorumdan
yoksundur ve modeller, bazi miidahalelerin etkinliginin degerlendirilmesinde zorluk

yaratabilecek yiiksek kaliteli gegmis verilere ihtiya¢ duymaktadir [24].

2.4.2 Diferansiyel Denklem Modelleri

Araci tabanli modellerle karsilastirildiginda Diferansiyel Denklem modelleri daha esnektir,
daha giivenilir tahminler saglar ve daha az hesaplama gerektirir. Parametreler ve baslangi¢
degerleri ayarlandiktan sonra Diferansiyel Denklem modelleri hizla ¢alisir ve yeni bir bulasici
hastaliga erken ve hizli yanit verme ihtiyaglarina uyarlanabilir. Gergek durumlara gore, 6rnegin
farkli hastalik durumlari, gecikmeler, yas yapilari, dogum ve 6liim oranlar1 dikkate alinarak
eklemeler ve ¢ikarmalar yapilabilir. Bu tiir uyarlamalar modelin gergeklige daha iyi uymasini
saglayabilir. Miidahalelerin etkileri, parametre degerleri degistirilirken model bdlmelerinin
grafigi cizilerek gorsel olarak da degerlendirilebilir. Diferansiyel Denklem modellerinin bazi
dezavantajlart bulunmaktadir. Hastalik 6zelliklerinde bireysel diizeydeki heterojenligi ve
rastlantisallig1 g6z ardi ederler; bazi parametrelerin subjektif ve ampirik oldugu salginlarin
veya erken vakalarin simiilasyonlar1 igin uygun degildirler; model sonuglari yalnizca raporlama
bolgesi i¢in gergek¢i ve giivenilir olabilir ve bdlgesel degiskenlik nedeniyle

genellestirilemeyebilir.

2.4.3 Araci Tabanlh Modeller
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Popiilasyon o6zelliklerini ve vaka verilerini kullanarak ve bulagsmayi simiile etmek icin
matematiksel simiilasyon teknolojisini uygulayan ajan bazli modeller, salgin 6zellikleri ile
onleme ve kontrol Onlemlerinin epidemiyolojik degerlendirmesini tamamlar. Ajan bazli
modellerin bir 6zelligi, veriye dayali ve Diferansiyel Denklem modellerinin yaptigi gibi,
sonuglarin bolgedeki bir hastalifin mekansal ve zamansal Ozelliklerini yansitabilmesidir.
Onemli bir avantaj, ajan bazli modellerin bulasici hastaliklarin iletim mekanizmalarin1 analiz
etmek ve enfeksiyon oranlarini tahmin etmek i¢in daha kullanighi olmasidir. Eksiklikler
arasinda, etmen tabanli bireysel rastgele modellerin biiylik miktarda iyi 6l¢iilmiis veri
gerektirmesi ve arastirmacilarin cografi ortam modelleme deneyimine ve programlamada

giiclii bir temele sahip olmasini gerektirmesi yer almaktadir [25].

2.5 Deterministik ve Stokastik Modeller

Tablo 2-1: Saglik ekonomisi degerlendirmesinde kullanilan matematiksel model tiirlerinin

siniflamdirilmasi
Statik Dinamik
Deterministik
TSPI'?”‘ drzey 1. Deterministik toplam 2. Deterministik toplam
{aollmsey grap) diizeyli statik model diizeyli (bslmeli)

1.1 Kararagaclari dinamik model

2.1 Ayrik fark denklemleri

1.2 Durum gecis modelleri _
modeli (ayrik zaman)

(6rnegin Markov modeli)

2.2 Adidiferansiyel
denklem (ODE) modeli
(stirekli zaman)

1.3 Hibrit modeller (6rnegin,
Markov modellerine gomiili
bir karar agaci)

2.3 Kismi diferansiyel
denklem (PDE) modeli
(stirekli zaman)

2.4 Etkilesime izin veren

diger model tiirleri

Bireysel seviye Yaygin olmayan Yaygin olmayan
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Stokastik (olasiliksal)

Toplam diizey

e 3. Stokastik toplam duzeyli
(boltimsel/grup)

statik model, 6rnegin bir
karar agacinin veya durum
gecis modelinin Monte Carlo
simulasyonu (sonuglarin
orneklenmesi)

Bireyselseviye 5. Statik mikrosimiilasyon

modeli (6rnegin, bir karar
agacinin veya durum gegis
modelinin Monte Carlo
mikrosimiilasyonu)

2.5.1 Deterministik modeller

4. Stokastik toplam
diizeyinde dinamik
model, 6rnegin
bolimsel dinamik
modelin bireysel
orneklemesi

6. Dinamik
mikrosimtulasyon
modeli

6.1 Etkilesimli bir Markov
modelinin Monte Carlo
similasyonu

6.2 Ayrik olay similasyon
modeli

6.3 Araci tabanli model

Bir hastalik durumundan digerine gegis, modelin tiiriine bagl olarak oranlar veya olasiliklar

tarafindan yonetilir. Deterministik bir model, hastaligin popiilasyondaki davranisinda

rastgelelik olmadigini ve sistemin bir dizi matematiksel denklem ve parametreyle tam olarak

tanimlanabilecegini varsayar. Basit Duyarli-Enfekte-lyilesmis-Asilanmis (SIRV) sistemi igin

deterministik bir model, siradan diferansiyel denklemler sistemi ile temsil edilebilir;

(dS

dt
dl

dt
dR

— = —BSI—pS

— =—pSI -yl

yl

E:
av
\ dt

pS

(2.13)

Duyarlidan enfekteye gecis, hastaligin bulasma hiz1 § ve popiilasyondaki enfekte kisilerin

sayisit veya orani, | tarafindan belirlenir. Bireyler ayrica, asilama kapsami ve as1 etkinligi

tarafindan yonetilen p oraninda asilama yoluyla duyarli popiilasyonu terk edebilir. Bir kisi

enfekte oldugunda, genellikle hastaligin bulasici periyodunun siiresine bagli olarak y oraninda
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tyilesir. Deterministik bir modelde [, p ve y oranlari matematiksel terimlerle acikca

tanimlanabilen sabitler veya fonksiyonel formlardir.

Deterministik bir model, sistemin tanimlanmis bir dizi denklem ve parametre ile tamamen
tanimlanabilecegini varsayar ve bu nedenle, deterministik model her c¢alistirildiginda her
zaman ayni sonucu Uretecektir. Buna karsilik stokastik model, sistem igindeki tek bir
parametreyi veya birden fazla bileseni etkileyebilecek rastgeleligin varligini varsayar. Hastalik
durumlan arasindaki gecisleri ¢evreleyen belirsizligin varligi, sabit bir deger veya piiriizsiiz
matematiksel fonksiyonun aksine, hiz parametrelerinin rastgele degerler veya bir ortalama
etrafindaki olasilik dagilimlar1 olarak tanimlanmasiyla temsil edilebilir. Bu stokastisite,
gocmen akini, enfeksiyon kapmis bir turistin gelisi, soguk zincirin bozulmasi nedeniyle asi

etkinliginin beklenmeyen kayb1 ve hatta viriisteki bir mutasyon gibi rastgele olaylar1 temsil

edebilir.

Bu rastgelelik nedeniyle, stokastik bir model, model her ¢alistirildiginda farkli bir sonug
iiretecektir. Bu nedenle, kullanildiginda, olast sonuglarin araligin1 kesfetmek igin stokastik
modellerin birgok yineleme i¢in (yiizlerce veya binlerce sirada) calistirilmasi gerekir. Bu,
model sonuglarinin kiimelenmesiyle sonuglanacak ve vakalar ve dliimler gibi epidemiyolojik
ciktilar i¢in merkezi tahminler ve araliklar, maliyetlerin ve saglik hizmetlerinin ortaya ¢ikan

yayilmasini belirlemek i¢in ekonomik hesaplamalara dahil edilebilecektir.

Bazi1 deterministik modeller ¢oziilebilir olsa da ¢ogu durumda iletim modellerinin arkasindaki

matematik, acik bir ¢6ziim i¢in denklemleri ¢6zmeyi imkansiz kilacak kadar karmagiktir.

2.5.2 Dinamik ve Statik modellemeler

Bulasic1 hastaliklarin morbidite ve mortalite {izerindeki etkisini modellemek i¢in iki yaklagim
vardir: statik ve dinamik. Statik bir model, enfeksiyonun giiciiniin sabit oldugunu veya yalnizca
yas ve diger bireysel dzelliklerin bir fonksiyonu olarak degistigini varsayar. Statik modeller,
asilamanin asilanmis kisiler tizerindeki dogrudan etkisini (yani hastalik ve 6liim oranlarindaki
azalmay1) tahmin eder ve hastaligin goriilme siklig1 ve yaygiligindan ve aginin etkinliginden

etkilenir. Statik modellerde yer alan matematik nispeten basit olma egilimindedir. Kisa bir siire
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icinde beklenen hastalik vakasi sayisini hesaplamak ic¢in bir popiilasyona enfeksiyon orani
uygulamak gibi. Bununla birlikte, bu tiir modeller, asilanmis popiilasyonlarin cografi
heterojenligi veya bir salgini yok olmaya yonlendirmek i¢in gereken siirii bagisiklig1 esigi gibi

onemli epidemiyolojik etkilesimleri gizleyebilir.

Ote yandan dinamik bir model, asilamanin siirii bagisiklig1 da dahil olmak iizere asilanmis ve

asilanmamus bireyler tizerindeki hem dogrudan hem de dolayl etkilerini yakalayabilmektedir.

Statik modellerin aksine, dinamik hastalik iletim modeli, enfeksiyonun giiciiniin zaman i¢inde
ve popiilasyon etkilesimlerinin bir fonksiyonu olarak, genellikle dogrusal olmayan sekillerde
degisebilecegini varsayar. Bulasmay1 simiile etmek i¢in dinamik modeller, bireylerin temas
kaliplar1, enfeksiyonun popiilasyondaki dagilimi ve enfeksiyonun bulasiciligi hakkindaki

verileri dikkate alir [26].

Stirti bagisikliginin 6nemli oldugu durumlarda asinin etkisini modellemek i¢in dinamik
modeller tercih edilir. Dolayli etkilerin etkili olmasinin beklenmedigi, hastaligin bulasici
olmadigi (6rnegin kanser) ve insandan insana bulagsmanin olmadig1 (6rnegin kuduz, tetanoz)

durumlarda statik modeller ihtiyatli bir tahmin olarak kullanilabilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1 Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemler; modern matematigin biiyiik ve 6nemli bir alt dalin1 olusturmakta olup
fizik, miihendislik ve sosyal bilimlerde (salinim problemleri; roket, uydu ve gezegen
hareketleri; akigskanlarin hareketi; katilarda 1s1 transferi; radyoaktif bozunma; kimyasal
reaksiyonlar; popiilasyon artis/azalis hiz1 belirlenmesi; elektrik devre problemleri; sismik dalga
problemleri; ekonomik analizler; finans piyasasinda kaos gibi) ¢ok cesitli problemlerin
matematiksel lisanla ifadde edilmesi ve ¢ozlilmesinde kullanilan olduk¢a faydali matematiksel
bir aractir. Cebir, bir¢ok statik problemini ¢6zmek i¢in yeterlidir; ancak, en ilging dogal olaylar
zamana gore degisim igerir ve dolayisiyla zamana bagli degisken nicelikleri birbirine baglayan
(diferansiyel) denklemler ile tanimlanir. Fizigin temel kuramlarindan hepsi birer diferansiyel
denklemler takimiyla Ozdeslestirilmis bulunuyor: klasik mekanik, Newton hareket
denklemleriyle; elektromanyetizma, Maxwell alan denklemleriyle; kuantum mekanigi,
Schrodinger dalga denklemiyle; genel rdlativite, Einstein alan denklemleriyle. Bu diferansiyel
denklem takimlariin her birisi 6nemli bilimsel ve teknik uygulamalarinin yaninda pek ¢ok
cagdas matematiksel yapinin da gelistirilmesine ve incelenmesine onciill olmuslardir. Bu
kapsamda cagdas fizikte paradigmatik iki denklemler takim1 daha 6ne ¢ikmis bulunuyor: Dirac
denklemi (1928) ile Yang-Mills ayar alan denklemleri (1954). Standard elektrozayif alanlar
kurami ile kuantum kromodinamiginin (QCD) temelini bu iki denklemler takimi

olusturmaktadir.

n-inci mertebeden bir diferansiyel denklem

f<x,y,j—z,%, ,%) =0 (3.1)
ya da
flxy ),y (), y" (%), .., y™ ()] =0 (3.2)
seklinde yazilabilir.
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3.1.1 Diferansiyel Denklem Sistemleri

Bir diferansiyel denklem sistemi; iki veya daha fazla diferansiyel denklemden olusur ve iki
veya daha fazla sayidaki bagimli degiskenin bir tek bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igerir.
Genel olarak n adet bilinmeyen iceren n adet diferansiyel denklemden olusan bir sistem g6z

ontinde bulundurulur.

x ve y bilinmeyen fonksiyonlar olmak {izere birinci mertebeden degisken katsayili lineer

diferansiyel denklem sistemi, t bagimsiz degisklen olmak {izere;

{al(t) x'+a(t) y' + az(t) x + as(O)y = Fi(0)

bo(D) X' + by(D) Y’ + ba()x + by(6)y = Fy(t) (3.3)

seklindedir.
Bu denklem sistemi 6zel olarak

{x' = a1 (D)x + a(Dy + Fi(t)

Y = a1 (t)x + az(O)y + F(t) (3.4)

Seklinde yazilir ve buna normal form denir.
n adet diferansiyel denklemden olusan sistem ise, genel olarak,

x1 = a1 ()x1 + ag(O)xy + -+ a1, () x, + F1(£)
Xy = ay1 (%1 + AgaXy + o+ + Qg (DX, + Fy () (3.5)

x;l = anl(t)xl + ano (t)xz + -t ann(t)xn + Fn(t)
seklinde yazilir. Bu sistem vektor notasyonu ile su sekilde de kisaltilabilir:

x1 fl(t,xl,...,xn)

x=\ . ve f(t,x)= fa(t, 21, e, ) (3.6)

Xn fn(t,xl,...,xn)
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Denklem (3.6)’da yer alan fj, ..., f,, fonksiyonlar1 bagimsiz degisken olan t ye bagl ise sisteme
otonom olmayan sistem denir. Eger f; (i = 1,...,n) lerin hig¢biri bagimsiz degiskene bagh
degilse sisteme otonom sistem denir. Yani otonom bir sistem i¢in (3.6) denklem sistemi (3.7)

seklinde yeniden yazilabilir:

X1 fi(xq, s Xp)
X = xz ve f(x)= EICTRRED) (3.7)
X fu s s 0)
Ayrica,
x = f(x) (3.8)
yazilabilir.

f(u) = 0 denklemini saglayan bir u vektorii sistemin bir denge noktasidir.

Bir x degiskeninin birinci ve n-inci mertebeden tiirevleri i¢in

dx , d"x ™ n
szsz, priakd =D"x (3.7)

diferansiyel notasyonu kullanilabilir.

Birbirlerinden farkli f ve g fonksiyonlari i¢in, ¢; Ve ¢, keyfi sabitler olmak {izere, L bir lineer

operatdr olmak tizere L[c,f + c,g] = ¢, L[f] + ¢, L[g] yazilabilir.

. =4
Ornegin; {;, _ _};C denklem sistemini ¢ozelim.

Birinci denklemin t ye gore tiirevini alip ikinci denklem yerine yazalim:

d?x dy d?x

- = = —— = —4x = "+4x =0
dt? dt dt? X X0+ ax
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Buradan, x(t) = ¢, cos 2t + ¢, sin 2t bulunur. Bu degerler sistemin ikinci denkleminde yerine

yazilirsa

c c
y' = —c;cos2t —cysin2t = y(t) = —%sin 2t +?2cos 2t

bulunur. Boylece verisen sistemin ¢éziimii

x(t) = ¢, cos 2t + ¢, sin 2t

c c
y(t) = —Elsin 2t + Ezcos 2t

Bu genel ¢6ziimde, keyfi sabitler i¢in birtakim degerler verirsek o zaman asagidaki gibi

¢coziim egrileri elde edilir:

4

“‘ ] [— cos(2f)+2sin(2f)
/_ / 2cos(28)+4sin(2h)
TN N A R\ cos(2t)- L sin(21)
/_E'_ )< — 2cos(2t)-sin(21)

Sekil 3-1: Ornekte verilen denklem sisteminin bazi 6zel ¢dziim egrileri

3.2 Wolfram Mathematica

Wolfram Mathematica, makine 6grenimi, istatistik, sembolik hesaplama, veri manipiilasyonu,
ag analizi, zaman serisi analizine, NLP, optimizasyon, fonksiyonlar ve ¢esitli veri tiirlerinin
¢izimi, algoritmalarin uygulanmasi, kullanici arayiiziilerin olusturulmasi ve diger programlama
dilinde yazilmis programlarla arayiiz olusturmaya izin veren ¢esitli teknik hesaplama alanlari

icin yerlesik kiitiiphanelere sahip bir yazilim sistemidir. Stephen Wolfram tarafindan
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tasarlanmis ve Champaign, Illinois'deki Wolfram Research tarafindan gelistirilmistir. Wolfram
Language, Mathematica'da kullanilan programlama dilidir. "Contact Wolfram Research"
Mathematica 1.0, 23 Haziran 1988'de Champaign, Illinois ve Santa Clara, Kaliforniya'da
yaymlandi. Mathematica, "Kernel-front end" mantiginda calisir. Cizeysel arayiizliidiir ve
denklem girmesi kolaydir. Matematiksel her tiirlii hesaplamalar yapan genel bir sistem olan
Mathematica sayisal islemler yapan bir hesap makinesi gibi de algilanabilir. Bunun yaninda
sembolik hesaplamalar ve grafik nesneler ile de calisir. Basic, Fortran, Pascal ve C

programlama dilleriyle de temelde benzerlik tasimaktadir.

3.2.1 Notebook arayiizii

Mathematica, iki boliime ayrilmistir: ¢ekirdek ve on yiiz. Cekirdek, ifadeleri (Wolfram
Language kodu) yorumlar ve sonug ifadelerini dondiiriir, bunlar daha sonra 6n yiiz tarafindan
goriintiilenebilir. 1988'de Theodore Gray tarafindan tasarlanan orijinal 6n yiiz, bir notebook
araylizii'nden olusur ve kod, diiz metin, resim ve grafik icerebilen notebook belgelerinin
olusturulmasina ve diizenlenmesine izin verir. "Mathematica plugin for IntelliJ IDEA".
Mathematica 6n yiiziine alternatifler arasinda 2006 yilinda tanitilan Eclipse-tabanli tiimlesik
gelistirme ortami (IDE) Wolfram Workbench bulunmaktadir. Mathematica i¢in revizyon
yonetimi, hata ayiklama, profil olusturma ve test etme dahil olmak {izere proje tabanli kod
gelistirme araglart saglar. Using a Text-Based Interface Archived 2013-10-29 at the Wayback
Machine documentation at wolfram.com Ayrica IntelliJ IDEA tabanli IDE'ler i¢in Wolfram
Language koduyla calismak iizere s6zdizimi vurgulama'ya ek olarak yerel degiskenleri ve
taniml1 islevleri analiz edip otomatik olarak tamamlayabilen bir eklenti de bulunmaktadir.
Mathematica Kernel, ayrica bir komut satir1 6n yiizii igerir. Diger araylizler arasinda GNU
Readline tabanli JMath ve UNIX komut satirindan bagimsiz Mathematica programlarini
(arglimanlarla birlikte) ¢alistiran WolframScript bulunmaktadir. Mathematica dosyalar1 i¢in
dosya uzantist “.nb” ve yapilandirma dosyalari i¢in “.m”dir. Mathematica tamamen kararl ve

onceki siirlimlerle geriye doniik olarak uyumlu olacak sekilde tasarlanmistir.
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4. BULGULAR

Literatiirde salgin hastaliklarin birgok farkli matematiksel model ile temsil edildigi
gorlilmektedir. Bunlardan bazilar1 SI, SIS SIR, SIRS, SEIR, MSEIR, ... kisaltmalar ile
gosterilirler. Bu isimlendirmeler belli bir kurala gore yapilir, her bir harfin temsil ettigi farkli

bir popiilasyon sinifi vardir.

Tablo 4-1: Popiilasyon siniflar1 ve anlamlari

Simge Anlam
Hassas popiilasyon. Her an salgin hastaligi
kapma riski bulunanlar temsil eder.
E (Exposed) & Kulucka déneminde olan popiilasyon. Hastalik mevcut ama
L (Latent) belirtileri heniiz ortaya ¢tkmamis olan popiilasyonu temsil eder.
I (Infected) Hasta popitila.syon‘. Hastalik beli"rtilerini géster‘en ve bulastirma
ihtimali bulunan popiilasyonu temsil eder.
Bagisikliga sahip (iyilesen) popiilasyon. Hastahig: gecirerek
bagisiklik kazanan popiilasyonu temsil eder.
Pasif bagisikliga sahip popiilasyon. Pasif bagisikliga sahip

S (Susceptible)

R (Recovery)

M olan bebek popiilasyonu temsil eder.
V (Vaccinated) & Asilanan popiilasyon. Ast olup bagisiklik kazanan
B (BCG vaccinated) popiilasyonu temsil eder.
N Toplam popiilasyon. Analize konu olan bolgenin tiim

bireylerinin dahil oldugu niifusu temsil eder.

Tablo 4-2: Parametrelerin anlamlari

Parametre | Anlam

p Temas orani

1/e Hastaligin kulugka periyodu
p Basarili bir sekilde asilanma oram
k Asinin etkisini kaybetme orami
Y Iyilesme orami
b Dogum orani

1/6 Gegici bagisiklik periyodu
U Oliim oram
d Hastalik yiiziinden 6lenlerin orani
f Iyilesen bireylerin bagisiklig1 kaybetme orani
A Yeni dogan birey sayis1 (b x N)
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Bugiin bulasici hastalik epidemiyolojisinde modelleme, demografi, tip ve biyolojinin kesistigi
noktada onlarca yillik gelismelere dayanan cesitli yontemlere dayanmaktadir. Modellerin
biiylik ¢cogunlugu, enfeksiyondan tedavi veya dliime kadar karsilagilan farkli asamalarin bir

dizisi olarak hastaligin "bolimli" bir tanimini benimser.

Bolmeli modeller ¢ok genel bir modelleme teknigidir. Genellikle bulasict hastaliklarin
matematiksel modellemesine uygulanirlar. Popiilasyon, etiketli bélmelere atanir; Insanlar
bolmeler arasinda ilerleyebilirler. Etiketlerin siras1 genellikle bolmeler arasindaki akis diizenini

gosterir; ornegin SEIS duyarli, maruz kalan, bulasici, sonra tekrar duyarli anlamina gelir.

Modeller ¢ogunlukla siradan diferansiyel denklemlerle (deterministik) calistirilir, ancak ayni
zamanda daha gergekei ancak analizi ¢ok daha karmasik olan stokastik (rastgele) bir ¢erceveyle
de kullanilabilir. Modeller, bir hastaligin nasil yayildigi, enfekte olan toplam kisi sayis1 veya
bir salginin siiresi gibi seyleri tahmin etmeye ve lireme sayis1 gibi ¢esitli epidemiyolojik
parametreleri tahmin etmeye calisir. Bu tiir modeller, farkli halk sagligi miidahalelerinin
salginin sonucunu nasil etkileyebilecegini gdsterebilir; ornegin, belirli bir niifusta sinirl sayida

ast yapmak i¢in en etkili teknigin ne oldugu gibi.

4.1 SI Modeli

SI matematiksel modeli, bir popiilasyonu Sagliklilar (S, Susceptible / Duyarlilar / Hassaslar)
ve Hastalar (I, Infected / Enfekteler) olmak iizere iki kategoriye ayirir. Hassas popiilasyondaki
bireyler birim zamanda belli bir oranda hastalanirlar ve 6lene dek hasta olarak kalirlar. Bu
modelde bagisiklik kazanma veya hastaligin kulugka donemi gibi durumlar yer almamaktadir.
Son yiizyillda birgcok can kaybina sebep olan HIV/AIDS hastaligt bu model ile
modellenebilmektedir.

Niifusu n kisiden olusan bir yerlesim bolgesi géz Oniine alalim ve bu insanlardan yalnizca 1

kisinin enfekte olmus oldugunu kabul edelim. Bu modeldeki sinirlamalar sunlar olsun:
(1) Niifus izole (disartya yonelik veya iceriye yonelik seyahat var olmuyor) olsun,

(2) Niifus sabit (dogum veya oliim ger¢eklesmemekte) olsun,
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(3) Popiilasyonun bireyleri homojen bir sekilde baglantili olsun. Bu, duyarli-enfekte (S-I)
ciftlerden herhangi biri arasinda bir enfeksiyon olayinin meydana gelebilecegi anlamina gelir.

(4) Sistem geneldir, yani tiim bireylerin birbiriyle temasa ge¢me olasilig1 esittir.

Sekil 4-1: SI modelinin sematik gosterimi

Burada sadece tek yonlii bir akis sz konusu olup o da; S — I yoniidiir ve akis hizi ise SST olur.
Bu model i¢in en onemli not, elbette, S—I gecisinin var fakat tersi olan [—S gecisinin

varsayllmamis olmasidir.

Bu modelin varsayimi sudur. Duyarli (S) kategorisindeki bir bireyin enfeksiyona yakalanmasi
hastaligin kendisine bulagtig1 anlamina gelecektir. Duyarl popiilasyonundaki degisim; duyarlt
bireylerin sayisinin popiilasyonun toplam sayisina oranmna yani S(t) /n oranina baghdir.

Dolayistyla

ds(o) 5@

S'(t) = i -

A 1(0) (4.1)

Baslangicta (yani ¢ = 0 i¢in) popiilasyon biiyiikliigiiniin n bireyde sabitlendigini varsaydigimiz

i¢in
S +I1(t) =n (4.2)
oldugunu biliyoruz. Bu esitligin her iki yaninin zamana gore degisimi;

SW+I't)=0=>S8"(t) =-1'(t) (4.3)

Dolayisiyla,
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S(t
I'(t) « % -I(t) (4.4)
Nihayetinde S'(t) ve I'(t) arasindaki oranti katsayisini belirlemek gerekmektedir. S
kiimesinden I kiimesine iletim hizi (enfeksiyon orani) f ile gosterilirse S parametresi S'(t)
icin oranti sabiti demektir. Duyarli (S) bireylerin sayis1 zamanla azalacagindan S kiimesindeki
bireylerin sayisinin zamanla degisimi olan S’(t) negatif olacak ve I kiimesinin eleman sayisi

artacagindan I'(t) pozitif olacaktir. Bu durum matematiksel olarak soyle ifade edilebilir:

ds(t) SOI)

at

di(t) S(t)?(t) (4.5)
dt =5 n

Denklem (4.5) ifadeleri toplandiginda %(5 ) +1 (t)) = 0 oldugu ve buradan da S(t) +

I(t) = sabit = n oldugu gorilir. Yani topluluktaki birey sayisi korunmaktadir (zamanla

degismemektedir ¢linkii modelde 6liim senaryosu yer almamaktadir).

Biri enfekte olan, 6rnegin, 100.001 kisiden olusan bir niifusa bir géz atalim. Popiilasyonu iki
boliime ayiriyoruz: Duyarli (S) ve Enfekte (I). Popiilasyon biiyiikliiglinlin sabit oldugunu
varsayacagiz. Ayrica seyahatin olmadigini da varsayabiliriz. Ayrica popiilasyonun homojen bir
sekilde baglantili oldugunu varsayiyoruz. Bu, duyarli enfekte ciftlerden herhangi biri arasinda
bir enfeksiyon olaymnin meydana gelebilecegi anlamina gelir. Sistem geneldir. Bagka bir
deyisle, tiim bireylerin birbiriyle temasa ge¢cme olasilig1 esittir. Yalnizca duyarl bir kisiyle
temas yeni enfeksiyonlara yol agabileceginden, duyarli popiilasyondaki degisimin
popiilasyondaki duyarli bireylerin S[t]/n oranina bagl olacagini varsayiyoruz. Bu nedenle
S(t)

S'(t) x TI (t). Bir bagka ifade ile soyle de soylenebilir: %S enfekte bir kisiyle karsilagacak

duyarh kisi sayisidir. Popiilasyon biiyiikliigiiniin n bireyde sabitlendigini varsaydigimiz ic¢in
S(t) + I(t) = n oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin tiirevini alarak S'(t) +1'(t) = 0 veya
S(t)

S'(t) = —1I'(t) oldugunu goriiyoruz. Dolayisiyla, I'(t) « Tl(t)' Son olarak S'(t) ve I'(t)

i¢in orant1 sabitini belirlememiz gerekiyor. f iletim hizin1 temsil edecektir ve S'(t) igin oranti
sabitidir. Duyarli bireylerin sayisi zamanla azalacagindan S’(t) negatif, I'(t) ise pozitif
olacaktir. Bu bizi diferansiyel denklemlere gotiiriir:
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S
50 = 52210

, S(t)
Ir'e)y=pg—1I()
n
1(0) = 1 seklindeki baslangi¢ kosulu ve (4.2) denkleminden S(t) = n — I(t) esitligi (4.5)

denkleminde yazilir ve I(t) ¢oziiliirse;

100 001 ePt

I(t) =
© 100 000 + eft

(4.6)

¢Oziim fonksiyonu elde edilir.

Denklem (4.5) de S = n — I oldugu goz oniine alinirsa, 1(0) = I, seklinde bir baslangi¢ kosulu
ile birlikte,

dl B
——BI+=I?>= 4.
T pI + - 0 (4.6b)
Denklemi ve ¢oziimii olarak da
nly
I(t) = — 4.6
O = T 5P (+60)

Standart lojistik fonksiyonu elde edilebilir.

(4.5) denklem sisteminin farkli 8 degerleri i¢in grafigi ¢izilebilir. 8 = (0.2, 0.4) degerleri i¢in

¢izmemiz fikir edinmemiz i¢in yeterlidir:
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insan Sayis

100000

80000

60000

—— Sadglikh

Hasta

40000

20000

: — i Giin
20 40 60 80 100

Sekil 4-2: (n, £)=(100 000, 0.2) igin birey sayilari

insan Sayis

100000 F
80000 -

GOO00 i — Sadlhkh

Hasta
40000

20000

1 L L

20 40 B0 a0 100

Gun

Sekil 4-3: (n, £)=(100 000, 0.4) igin birey sayilari

Bu modelde, B, enfeksiyon orani arttik¢a herkesin daha ¢abuk enfekte oldugunu gorebiliyoruz
ancak bu modelde eninde sonunda herkes enfekte olacaktir. Bu nedenle SI modelinde her

zaman bir salginla kars1 karsiyayiz demektir.
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Yukaridaki denklemler iizerinde boyut analizi yapabiliriz. (4.1) ve (4.4) denklemlerinin sol
yan1 sayl/zaman=I/zaman boyutunda iken sag yan (sayi/say1) say1 = say1 boyutundadir. Bu
durumda (4.5) denklemlerindeki katsayilarin boyutlu nicelikler olmasi gerektigi asikardir.
Boylece (4.5) denkleminde bulunan g enfeksiyon oraninin boyutu 1/zaman olmalidir. Yani, f,

birim zamanda hastaliga yakalanan insan sayis1 anlamina gelmektedir.

4.2 SIS Modeli

Duyarli-Enfekte-Duyarli (Susceptible-Infected-Susceptible / SIS) modeli, enfekte olanlarin
tyilesip S bdlmesine geri donebilme olasiligini ekleyerek SI modelini temel alir. Bu sekilde,
SIS modeli herhangi bir yeni bélme sunmaz, ancak kurtarma olasiligin1 sunar. lyilesme orani,
model grafiginde y parametresi ile temsil edilir. Geri kazanimin tanitilmasi, bu model i¢in
diferansiyel denklemleri yalnizca S den degil, ayn1 zamanda I den yI oraninda uzaklastirarak

da degistirir.

/\

AY |

J—

Sekil 4-4: SIS modelinin sematik gosterimi

Burada gegis oranlari i¢in sOyle sdylenebilir:
S—> 1= BSI
I -S>yl

Boylece SIS modeline miinhasir diferansiyel denklemleri yazalim:

ds(t) 1(t)S(t)
— O -F——
n (4.7)
dI(t) - 1) + I1(t)S(t)
dt 4 B n
Bu denklemlere refakat eden baslangic kosullar ise;
5(0) = s
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Elbette ki sinir kosulu olarak;
It)+S(t)=n (4.9)
Kullanilir. Parametrelerin farkli degerleri igin ¢6ziim grafikleri ¢izilirse asagidaki sekiller elde

edilir;

insan Sayisi

100000 F

80000

60000

—— Sadlkh

~— Hasta
40000

20000

20 40 60 a0 100

* Gln

Sekil 4-5: (n, 8,y )=(100 000, 0.3, 0.16) i¢in birey sayilar

insan Sayisi

100000

s0000

60000 =— Sadlikh

we Hasta

40000

20000

20 40 &0 80 100

' GUn

Sekil 4-6: (n, 8,y )=(100 000, 0.4, 0.16) i¢in birey sayilar
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insan Sayisi

100000 F

80000

60000 |-

40000 |

20000

L Gln
20 40 60 80 100

Sekil 4-7: (n, B,¥)=(100 000, 0.6, 0.16) i¢in birey sayilar1

insan Sayisi

100000

80000 -
60000 -

40000 -

20000 -

20 40 &0 a0 100

Gun

Sekil 4-8: (n, 8,y )=(100 000, 0.8, 0.16) i¢in birey sayilart

Simdi de y parametresinin farkli degerleri i¢in ¢izimleri inceleyebiliriz:

— Sadlikh

== Hasta

— Sadlkl

—— Hasta
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insan Sayisi

100000 F

80000 |

60000 i —— Saglikh

i ~—— Hasta
40000

20000 -

20 40 B0 80 100

' Gln

Sekil 4-9: (n, 8,y )=(100 000, 0.4, 0.1) i¢in birey sayilar

insan Sayisi

100000

20000

60000

— Saglikh

~—— Hasta
40000

20000

: ———— Gin
20 40 60 80 100

Sekil 4-10: (n, B,y )=(100 000, 0.4, 0.2) i¢in birey sayilari
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insan Sayis

100000
20000
GO000 - — Sadlikh
Hasta
40000 -
20000 -
" L " " " 1 " T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Gur-u
20 40 &0 a0 100

Sekil 4-11: (n, 8, y)=(100 000, 0.4, 0.25) icin birey sayilari

Yukaridaki ornekte goriildiigii gibi, iyilesme olasiligi, SI modelinde oldugu gibi herkesin
enfekte olmasi yerine, sistemin bir denge durumuna ulasabilecegi anlamina gelir. Bu denge,
iyilesenlerle ayn1 sayida insan enfekte oldugunda meydana gelir, boylece S ve I bolmeleri
arasinda bir denge olur. Enfeksiyon oraninin ve iyilesme oraninin degistirilmesi, enfeksiyon
oraninin iyilesme hizindan daha yiiksek olmasi kosuluyla, hem bu dengeye ne kadar ¢abuk

ulasildigin1 hem de nihai denge durumunun ne oldugunu etkiler.

SI modelinden farkli olarak, SIS modelinde, enfeksiyon ve iyilesme oranlar1 degistik¢e “esik”
etiketli deger degisir. Bu esik, her model i¢in farkli sekillerde hesaplanir, ancak enfeksiyonun
baslayip salgin haline gelip gelmediginin bir dl¢iisiidiir. Bu durumda, enfekte olmus bir bireyin

baslangi¢ durumunu varsayarak esigi hesapladik.

4.3 SIR Modeli

Bu model Duyarli-Enfekte-Kurtarilan (Susceptible-Infected-Recovered / SIR) model olarak da
isimlendirilebilir. Onceki modellerden farki; yeni bir bolme olan Kurtarildi (R) ekleyerek

iyilesme olasiligini agiklar. Sematik olarak soyle gosterilebilir:
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S >| 1 >| r

Sekil 4-12: SIR modelinin sematik gosterimi

Burada S bélmesinden I bélmesine SSI ile ve I bélmesinden R bélmesine yI ile gegis oldugu

varsayilabilir.

y parametresi i¢in bir zihin egzersizi olarak sdyle diisiinelim: Bir bireyin toplam iyilesme
stiresinin 6 giin olmast durumunda, giinde ortalama 1/6 iyilesme olay1 bekleriz. Bunu,
1/(bulasict donemi) temsil edecek parametre olan y ile gostermek miimkiindiir. Boylece yeni

bir denklem sistemimiz vardir:

( dS(t) y 1(t)S(t)
e n
di(t) 1(t)S(t)
{ - —yI(t) + ﬁ—n (4.10)
dR(t)
L 7 = r©®
Baslangi¢ kosullart;
S(0) = sy
1(0) = i, (4.11)
R(0) =rg
Sinir kosulu:
SW)+I1(t)+R(t)=n (4.12)
Burada, I bolmesinde degisim,;
S(t)
re =1 (ﬁT—V> (4.13)

seklinde de yazilabilir. I'(t) > 0 oldugunda salgin ¢ikar. I(t) > 0 ve S(t) < S, oldugundan
S0
(/3 % - y) >0 (4.14)

olmasi bir salgin kosuludur. Burada S(0) = n oldugundan
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p—v>0.

B /y oranina R, yani; R, = /y diyelim.

Eger Ry > 1

EgerRp <1

ise, yani § —y > 0 ise, salgin patlak verir.

ise, yani f —y < 0 ise, salgin ¢gikmaz.

Bu R, esik degerine temel iireme sayisi denir.

insan Sayisi

100000}
80000 |

F — Sadlikli
0000

[ Hasta
4[”:”}0 [ T— -I‘_p'iIE.EEn
20000 |

T T
20 40 &l a0 100

Sekil 4-13: SIR modelinde (n, 8, ¥)=(100 000, 0.5, 0.16) i¢in birey sayilari

Enfeksiyon orani sabit iken iyilesme oraninda degisiklikler gergeklestirilirse;

(4.15)
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insan

100000
aununf
60000 |
400005

20000 |

Sayisi

— Sadlikl
wwww Hasta

—— lyilegen

Gun

20 40 &0 a0 100

Sekil 4-14: SIR modelinde (n, 8,y )=(100 000, 0.5, 0.2) i¢in birey sayilari

insan Sayisi
100000
80000
— Sadlikl
60000
~—— Hasta
40000 + —— lyilesen
20000
- . . . Gin
20 40 &0 80 100

Sekil 4-15: SIR modelinde (n, 8,y )=(100 000, 0.5, 0.3) i¢in birey sayilari

Ote yandan, iyilesme oram azalmasi durumunda inceleme yapilinca Sekil 4.16 daki gibi bir

degisiklik ile karsilasilir:
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insan Sayisi

100000
80000 |
60000 |
aunnn:

20000 |

— Saglikl
Hasta

—— lyilegen

Gin

20 40 G0 a0 100

Sekil 4-16: SIR modelinde (n, 8, y)=(100 000, 0.5, 0.1) i¢gin birey say1lar

insan Sayisi

1000001

a0000

0000

40000

20000

20 40

60

80

100

m— Sadlikl
Hasta

—— lyilegen

Gin

Sekil 4-17: SIR modelinde (n, 5, ¥)=(100 000, 0.5, 0.016) i¢in birey say1lari

4.4 SVIR Modeli

Duyarli-Asilanmis-Enfekte-lyilestirilmis

(SVIR)

modelimiz,

baslangicta

duyarh

popiilasyonun belirli bir yiizdesini asilayarak ve boylece onlar1 asilanmis bir boliime, V' ye

tasiyarak SIR modelini temel alir [27] [28] [29] [30]. Sematik olarak soyle gosterilebilir:
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V

s >| 1 >| R

Sekil 4-18: SVIR modelinin sematik gdsterimi

Burada gegis oranlart;

S-oV=vw
S - 1= pSI
I ->R=vyl

olsun.

SVIR modeli i¢in denklem sistemi;

(5= 1000

V'(t) =0

r© = 1 + gL

L R'(t) = yI(t)

(4.16)

Baslangi¢ kosullart;

S(0) =s,(1—-v)
V(0) = sqv
1(0) = i,
R(0) =1y

(4.17)

Sinir kosulu;
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I)+R)+SH)+V(Et)=n

Burada toplu asilama, baslangigtaki duyarl kisi sayisin1 S(0) diisiirerek salgmin etkilerini

hafifletir.

Simiilasyon ger¢evesinde SVIR modeli i¢in degistirebilecegimiz parametreler; (n, B,y, v) dir.

Popiilasyon sayisini, yine, n = 100 000 kisi alabiliriz.

insan Sayisi

100000

80000
60000 |
40000 |

20000 |

— Sadlikl
Asilanmis
Hasta

= [yilegen

20 40 &0 a0 100

' Gln

Sekil 4-19: SVIR modelinde (n, 8, y, v)=(100 000, 0.5, 0.16, 0.15) i¢in birey sayilari

V degerinin artmasi S kiimesinde bulunan insanlarin sayisin1 azaltir ve bodylece hastaliga

yakalanan insanlarin sayisinda azalma gozlemlenir. Eger asilanan birey sayis1 yeterince biiyiik

olursa “siirli bagisiklig1” denilen olgu ortaya cikar. Bu, yeterli sayida insanin asilanmasi

sonucu, hastaligin salgina doniismemesini saglayan durumdur.

39



insan Sayisi

100000 -
80000
— Sadlikl
60000 - = Agllanmig
== Hasta
40000 - .
m— |yilesen
20000 /\
L s " L r 1 1L I 1L 1 1L I T ol I BL'In
20 40 &0 80 100

Sekil 4-20: SVIR modelinde (n, 8, v, v)=(100 000, 0.5, 0.16, 0.2) icin birey sayilart

— Saglkh
= Agllanmig
= Hasta
= [yilegen

Sekil 4-21: SVIR modellnde (n B.v, v) (100 000, 0 5, 0.16, 0 25) icin birey sayilar1

insan Sayisi

100000

a0000

60000

40000

20000
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insan Sayisi

100000 -
80000 |-
= Sadlikh
60000 e Azilanmis
—— Hasta
40000 - i
= |yilegen
20000 -
' ~— Giin
20 40 &0 &0 100

Sekil 4-22: SVI

R modelinde (n, 8, y, v)=(100 000, 0.5, 0.16, 0.3) i¢in birey sayilari

insan Sayisi
100000
0000 -
— Sadlikh
60000 s Azllanmis
— Hasta
40000 - .
= |yilesen
20000 r
— © Gn
20 40 60 a0 100

Sekil 4-23: SVIR modelinde (n, 8, y, v)=(100 000, 0.5, 0.16, 0.35) i¢in birey sayilar

insan Sayisi
100000 |
80000
— Sadlkh
60000 e Agilanmig
I \ ~—— Hasta
40000 - i
L — |yilegen
20000
L . L L Gin
20 40 60 &0 100

Sekil 4-24: SVIR modelinde (n, 8, y, v)=(100 000, 0.5, 0.16, 0.40) i¢in birey sayilari
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Yukarida gosterildigi gibi, agilanan bireylerin sayisinin artmasi, duyarl kisilerin sayisini artirir.
Sonug olarak, daha az insan hastalia yakalanabilir ve daha az insan onu yayabilir, bu nedenle
daha yavas ve sonugta daha az sayida insana yayilir. Daha da ileri giderek, asilama
popiilasyonu yeterince yiikselirse, siirti bagisikligi adi1 verilen bir fenomen ortaya ¢ikar. Bu,
salginin siddetini hastaligin salgin haline gelmedigi noktaya kadar azaltmak i¢in niifusun

yeterli bir boliimiiniin asilandig1 zamandir.

Salgin boyunca asilarin kademeli olarak uygulanmasii agiklayan bazi SVIR modelleri
mevcuttur. Bunlar, asilama oranina gore zaman icinde S bolmesinden V bdlmesine gegen
bireyleri acgiklar. Bununla birlikte, yukaridaki gorsellestirme yalnizca toplu asilamayi

gostermektedir.

4.5 SIQR Modeli

Duyarli-Enfekte-Karantinaya Alindi-Kurtarildi (SIQR) modeli. Bolmeler arasi gegis; S den [
ye BSI, 1 den R ye y,1, 1 den Q ya qr; ve Q dan R ye y,Q oranlarinda olsun ve sematik olarak
asagidaki gibi gosterilebilir.

S >| I >| r

Sekil 4-25: SIQR modelinin sematik gosterimi

Bu model aslinda enfekte olanlarin karantinaya alinma olasiligin1 hesaba katarak SIR modelini
temel alir. Bu onlar1 I bélmesinden ¢ikarir, yani bulasmanin daha fazla yayilmasina katkida
bulunmazlar. Enfeksiyon orani B ve iyilesme orani y, € ek olarak, iki yeni parametre ortaya
cikar: karantina orani (qr) ve karantina kurtarma oran1 y,. Karantina orani, enfekte bir kisinin

karantinaya girme olasilifinin ne kadar oldugunu ifade eder ve karantina iyilesme orani,
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karantinaya alinan bir kisinin iyilesme olasiliginin ne kadar oldugunu gosterir. Bazi bireyleri

karantinaya alarak I'in boyutunu kii¢iiltmek, enfeksiyonun yayilmasini azaltir.

S'(t) = -
Q'(t) = qri(t) —y,Q(t)
1(D)S(0) (4.18)
I'(t) = —qr 1(t) — y11(t) +ﬁ’n—

- Q)
\ R'(t) = y11(t) +v.Q(t)

8 [ (t): (®)

(S(O) =S
100) =i

tR(O) :790 (4.19)
Q(0) =qo

I)+ Q) +R(t)+S(t)=n

Simiilasyon ¢ercevesinde SIQR modeli icin degistirebilecegimiz  parametreler;

(n, B,v1,Y2,qr) dir. Popiilasyon sayisini, yine, n = 100 000 kisi olarak alabiliriz.

Yeni bolme ve parametreler, I'[t] ve R'[t] denklemlerini degistirerek ve popiilasyonun bir

kismini I bélmesinden disar1 ¢ceken bir Q'[t] ekleyerek SIR model denklemlerini degistirir.

insan Sayis
100000
80000
m— Sadglikh
60000 - Hasta
Karantinada

40000 - e [yilesen
20000

I T 1L e Giin

20 40 60 an 100

Sekil 4-26: SIQR modelinde (n, £, 1,2, gr)=(100 000, 0.5, 0.16, 0.1, 0.16) i¢in birey sayilari
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Yukaridan goriilecegi ilizere, bir Q bolimii eklemek SIR modelinin dinamigini
degistirmektedir. En 6nemlisi pandemi siirecinin sonunda S kiimesinin popiilasyon degeri SIR
modeline gore daha yiiksek bir noktada stabil olmaktadir ki, bu, daha az insanin hastaliga
yakalandig1 anlamina gelir. Ayrica I egrisi daha diizdiir ki, bu, pandeminin daha az siddetli

yikselis gosterdigi seklinde yorumlanabilir.

insan Saysi
100000
a0000
——— Sadhkh
60000 |- Hasta
[ — Karantinada
40000 -
i e [yilegen
20000
) e S B e | L Giin
20 40 60 a0 100

Sekil 4-27: SIQR modelinde (n, 8, y1,¥2,qr)=(100 000, 0.5, 0.16, 0.1, 0.5) i¢in birey sayilari

insan Sayis!
100000 |
80000
——— Sadlikh

60000 |- Hasta

I = Karantinada
40000 i

i —— lyilegen
20000 -

e p— el GiiN
20 40 60 a0 100

Sekil 4-28: SIQR modelinde (n, 8, y1, 2, qr)=(100 000, 0.5, 0.16, 0.1, 0.8) i¢in birey sayilar1

Yukarida goriildiigli gibi, bir Q bdlmesinin tanitilmasi, SIR modelinin dinamiklerini g¢esitli

sekillerde degistirir. Birincisi ve belki de en 6nemlisi, salginin sonunda, duyarli popiilasyon
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SIR modelinden daha biiyiik bir sayiya sabitlenir, bu da daha fazla insanin hastaliga

yakalanmadig1 anlamina gelir. ikincisi, I egrisi diizlesmistir, bu da salginin daha az siddetli bir

zirveye sahip oldugu anlamina gelir.

4.6 SPIR Modeli

Duyarli-PowerlInfector-Enfektif-Kurtarilan (SPIR) modeli,

enfeksiyonu diger enfekte

bireylerden daha yiiksek oranda yayan enfekte bir kisi olan gii¢ enfektifi kavramini ortaya

koymaktadir. Sematik olarak gosterirsek:

>| I

Sekil 4-29: SPIR modelinin sematik gosterimi

Burada bolmeler arasi gecis oranlar1 sdyle alinabilir:

S—>I1=pBSU+P)

I->R=y,l

S>P=>(1-p)BSU+P)

P> R=y,P

r dsty (I +P)S
dt —F n
dl I P S
& 1@+ (1 pyp LT POPO
4
dP I P S
L o)+ pp O P OSO
dR(t)
L T Y1l (&) + v P(t)

(4.20)
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S(0) = s,

100) =i
R(0) =,% (4.21)
P(0) = po

I(t)+P()+R)+S(t)=n

SPIR modeli i¢in kullanacagimiz parametreler: (n,8,p,y1,v2) dir. Bu parametrelerin farkli

degerlerine karsilik ¢izilen grafikler asagida listelenmektedir.

insan Sayis

100000}
80000 |
suunuf
40000

20000 |

e Saghkh
—— Powerlnfected
= Hasta

—— lyilegen

1 G0N

20 40 60 a0 100

Sekil 4-30: SPIR modelinde (n, 8, p, v1,v2)=(100 000, 0.5, 0.4, 0.16, 0.1) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-31: SPIR modelinde (n, B, p, ¥1,¥-)=(100 000, 0.5, 0.1, 0.16, 0.1) i¢in birey sayilarin degisimi
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CDC, bir gii¢ yayiciy1 10'dan fazla kisiyi enfekte eden bir kisi olarak kabul eder. Bunun nedeni
biyolojik nedenler veya bireyin eylemleri olabilir. Ornegin, toplum iginde ¢ok daha fazla
zaman gegciriyorlarsa ve bu nedenle ortalamadan daha fazla insanla temas kuruyorlarsa. Bu,
gii¢ enfektorleri icin ek bir bolme P ve bir kisinin normal bir enfektor tizerinde bir gii¢ enfektorii
olma olasiligin1 temsil eden p parametresini ekleyerek SIR modelinin denklemlerini degistirir.
Bu durumda, y, gii¢ enfektorlerinin geri kazanim orani, normal y lenfektorlerinin geri

kazanim oranindan daha az olmalidir.

SPIR modelinde, bir kisi enfekte oldugunda, gii¢ yayici bélmesine girme sansi vardir. Bunu
yaparlarsa, bulasict donemleri boyunca enfeksiyonu artan bir oranda yayarlar. Yukaridaki
gorsellestirmedeki ayarlarla oynayarak, giic bulasict olasiliginin ve geri kazanim oraninin

salginin sonucunu 6nemli dlgiide etkiledigini goreceksiniz.

Bazi salginlar, gii¢ yayicilarin ve gili¢ yayma olaylarinin katilimryla bilinir. 2002 SARS salgini
bunun bir 6rnegidir ve bir gii¢ yayict bélmesi iceren modeller digerlerinden daha uygundur.
Baz1 modeller gii¢ dagitic1 olaylarin1 hesaba katar, ancak yukaridaki gorsellestirmenin gii¢

dagitict bireylere odaklandigina dikkat edilmelidir.

4.6.1.1 SEIR Modeli

Sekil 4-32: SEIR modelinin sematik gdsterimi

Susceptible-Exposed-Infected-Recovered (Duyarli-Maruz-Enfekte olan-Iyilesen) modeli,
kisaca SEIR modeli, bazi kisilerin bir hastaliga maruz kaldigin1 ancak heniiz bulasici hale
gelmedigini varsayarak SIR modelini karmasik hale getirir. Bu maruz kalan bireyler, E b6lmesi
ile temsil edilir. SEIR modeli, enfeksiyon ve bulasicilik arasinda bir gecikme siiresi olan

salginlari incelemek i¢in kullanilir.
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Maruz kalma ile enfeksiyon arasindaki siire 1/0 olsun. SEIR modellerimiz SIR modellerinin
denklemlerinin modifiye edilmis halidir. Bu modelde bireyler S den I ye dogrudan gegmek

yerine once E ye ve sonra o gecis orani ile [ ye gegerler.

SEIR modeli i¢in denklem sistemi;

(= p 0

{E'"(t) =P % —0E(b) (4.22)

I'(t) = —yI(t) + oE(t)
\ R'(t) = yI(t)

Baslangi¢ kosullari;
( 5(0) = sg

E(0) =e
il(o) _ l,0° (4.23)

R(0) =1y
Sinir kosulu;
I)+R)+SH)+E({t)=n

SEIR modelinin parametreleri: (n, 8, o, y) dir.
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Sekil 4-33: SEIR modelinde (n, 5, o,y)=(100 000, 0.5, 3, 0.16) icin birey sayilarin degigimi
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Sekil 4-34: SEIR modelinde (n, 8, g,y )=(100 000, 0.5, 1, 0.16) i¢in birey sayilarin degisimi

Gan

Gegis orani arttiginda, E popiilasyonu I yoniinde daha hizli artar. Sabit enfeksiyon orani ve
sabit iyilesme orani i¢in SEIR modelimiz ayni esik degerde olacaktir, fakat bireylerin enfekte

olmasi geciktigi i¢in potansiyel bir salgin yavaslayacaktir.

Bu model igin, parametrelerin degisiminin salginin seyri iizerine etkisini inceleyelim.

Oncelikle enfeksiyonu orani parametresinin degisim iizerindeki etkisi:

insan Sayisi

100000 4

80000
— Sadlikh

60000 Maruz
- Hasta

40000 i
= |yilegen

20000

20 40 &0 80 100

'+ Giln

Sekil 4-35: SEIR modelinde (n, 8, g, y)=(100 000, 0.6, 3, 0.16) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-36: SEIR modelinde (n, 8, g, ¥)=(100 000, 0.8, 3, 0.16) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-37: SEIR modelinde (n, 8, g,y)=(100 000, 5, 3, 0.16) i¢in birey sayilarin degisimi

Parametrelerin baglangi¢ degerleri arasinda sadece iyilesme oraninin degisiminin etkisi:
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Sekil 4-38:

SEIR modelinde (n, 8, o,y )=(100 000, 0.5, 0.16, 3) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-39:

SEIR modelinde (n, 8, o, y)=(100 000, 0.5, 0.2, 3) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-40: SEIR modelinde (n, 8, g,y )=(100 000, 0.5, 0.25, 3) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-41: SEIR modelinde (n, 8, g,y )=(100 000, 0.5, 0.3, 3) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-42: SEIR modelinde (n, 8, g, y)=(100 000, 0.5, 0.35, 3) i¢in birey sayilarin degisimi

Gegis oraninin etkisi:
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Sekil 4-43: SEIR modelinde (n, 8, o,y )=(100 000, 0.5, 0.16, 3) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-44: SEIR modelinde (n, 8, o, y)=(100 000, 0.5, 0.16, 5) i¢in birey sayilarin degisimi
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Sekil 4-45: SEIR modelinde (n, 8, g, y)=(100 000, 0.5, 0.16, 10) i¢in birey sayilarin degisimi

54



5. TARTISMA VE SONUC

5.1 Sonu¢

Her farkli model i¢in denklem sistemini formiile ederken birgok farkli varsayimda bulunduk.
Modellerimiz, popiilasyondaki her bireyin diger herkesle esit derecede temasa gecme
olasiligiin oldugunu varsaymaktadir. Bu varsayimi yapmayan salginlari modellemenin birkag
yolu vardir. Bunun bir yolu, insanlar arasindaki potansiyel olarak heterojen temas aglarini
modellemek, bir baska yol ise stokastik modelleri kullanmaktir. Gergekte, bireyler arasindaki
iletisim aglar1 genellikle heterojendir ve bu nedenle bunu hesaba katan modellere ihtiyacimiz
var. Bu tlir modeller, popiilasyonlar1 bolen sosyal ve cografi faktorleri temsil etmek icin
karmasiklik katar. Stokastik modeller, bolmeler arasindaki stirekli akisa odaklanmak yerine,

belirli olaylarin gegis olasiliklarini hesaba katar.

Yukaridaki deterministik sistemlere alternatif olarak, stokastik bir model formiile edebiliriz.
Bdyle bir yol, iistel zaman adimlarini varsayan ve bir sonraki olayin (yani enfeksiyon, iyilesme,
karantina vb.) daha sonra ve ne zaman olacagini bularak bir salgin1 modelleyen Gillespie
algoritmasimi kullanmaktir. Ornek olarak, boyle bir model araciligiyla diinya ¢apinda seyahat

simiile edilebilir.

Gillespie algoritmasi, kimyasal veya biyokimyasal reaksiyonlar1 sifir veya daha fazla
molekiiliin etkilesiminden olusan bir sistemde simiile etmek icin kullanilan bir stokastik
simiilasyon algoritmasidir. Bu algoritma, her bir reaksiyonun olasiligin1 hesaplar ve ardindan
bir sonraki reaksiyonun ne zaman gergeklesecegini tahmin eder. Bu tahmin, bir Poisson
dagilimi kullanilarak yapilir. Bu algoritma, 6zellikle diisiik molekiil sayisina sahip sistemlerde,
stokastik etkilerin belirgin oldugu durumlarda etkilidir. Gillespie algoritmasi, bir¢ok
molekiiliin etkilesimlerini taklit edebilir ve bu nedenle hiicre i¢i reaksiyonlarin simiilasyonunda
yaygin olarak kullanilir. Michael D. Gillespie tarafindan 1976 yilinda gelistirilen bu yontem,
bir sistemin belirli bir zaman i¢inde nasil evrildigini ve hangi reaksiyonlarin gerceklestigini
modeller. Stokastik siirecler, belirli bir olaymn gerceklesme olasiliginin rastgele oldugu
durumlan ifade eder. Bu durumlar, 6zellikle diisiik molekiil sayisina sahip sistemlerde ve

mikroskobik dl¢ceklerde 6nemli hale gelir.
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Bu bolmeye dayali modeller, bulasict hastaliklarin yayilmasina iliskin tahminlerde bulunmak
icin faydalidir, ancak sonugta bir model, yalnizca lizerine insa edildigi varsayimlar kadar iyidir.
Bir model olusturduktan sonraki gorev, gergek diinya verilerini kullanarak bunun belirli bir
durum i¢in uygun bir model olup olmadigin1 belirlemek, eger dyleyse modelin parametrelerine

ince ayar yapmak ve hastaligin nasil yayilabilecegine dair tahminler yapmaktir.

Bu calismada olusturulan i¢ ice gegmis modelin SIR epidemiyolojik modeline dayandigi goz
oniine alindiginda, nihai tahmin dogrulugu, virlisiin spesifik bulasma sekliyle yakindan
iliskiliydi. Ornegin, uzaklastirma orani, varyant susun viriilans ile negatif korelasyona sahipti
ve B, varyant susun enfektivitesi ile pozitif korelasyona sahipti. Ancak viriisiin mutasyonunun
neden oldugu enfektivite ve patojenitedeki degisiklikler, salginin gelisim egilimi tizerinde
temel bir etkiye sahiptir, virlis varyasyonu bulagma hizi ve temizlenme orani lizerinde kritik

bir etkiye sahiptir ve virlisiin varyasyonu kontrol altina alinamaz [23].

SIRV modelinin potansiyel olarak zamana bagli ve boyutsuz iki parametresi k(t) ve b(t) i¢in
oOl¢iilen ve Olgiilebilir kesirler cinsinden agik ifadeler tiirettik. Bu tiir parametrelerin rapor edilen
verilerden elde edilmesi, salgin hastaliklarin zaman i¢indeki gelisiminin tahmin edilmesinde
onemli bir 6n kosuldur. Analizi basitlestirmek i¢in siklikla sabit kabul edilen bu parametrelerin
zaman i¢indeki evrimi, eldeki ge¢mis salginlardan elde edilen zaman evrimleriyle daha 1yi
modellenebilir. Bu amagla bunlarin zamana bagimliligin1 analiz ettik ve ayrica klasik SIR
modelini kullanarak iyilesme ve enfeksiyon orani arasindaki oranin (k(t)) asilarin varliginda
oldukga fazla tahmin edilebilecegini gosterdik. Ayrica asilarin, S, I, R ve V dinamiklerini basit
bir sekilde belirleyen k(t) ve b(t)'nin zaman-evrimi iizerindeki etkisini de vurguladik. Iyilesme
ve enfeksiyon orani arasindaki oranin zamansal gelisimindeki bir isaret degisikligi, devam eden
bir mutant dalgasinin 6lim oranindaki 6nemli bir degisiklik i¢in tanisal bir gosterge olarak

kullanilabilir.

5.2 Oneriler
Ileriye yonelik olarak; bu tiir bir teorik calisma ile gézlem sonuglarn karsilastirmali olarak
mukayese edilebilir. Elbette saglikli bir fenomenolojik inceleme yapmak ancak

gozlemsel/deneysel verilerin giivenilirliginin tartisma konusu olmadigi bir durumda miimkiin
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olabilir. Bu ve COVID-19 Pandemi tecriibesi nedeniyle, epidemik olmayan ve hayvanlar
arasinda gozlemlenen bir yayilma vakasi s6z konusu fenomenolojik inceleme igin iyi bir aday

olabilir diisiincesindeyiz.
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